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Quanto visto finora sulla retroazione dello stato assume che ciascuna
componente dello stato del sistema sia nota in ciascun istante di tempo. In
numerosi casi, tuttavia, lo stato del sistema non & interamente accessibile per
varie ragioni:

1. Alcune variabili di stato possono non essere misurabili (ad esempio la
temperatura in una parte non accessibile di un motore a reazione);

2. il sensore che servirebbe per la misura e troppo costoso;

3. l'ambiente e troppo rumoroso, sicché ogni eventuale misura sarebbe
inservibile perché affetta da errore troppo grande;

4,

Allora si rende necessario stimare lo stato del sistema sulla base delle
informazioni disponibili (tipicamente ingressi e uscite in un certo intervallo di
tempo)
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Il dispositivo che, sulla base della conoscenza di ingresso w e uscita vy inun
certo intervallo di tempo, fornisce una stima x dello stato « del sistema
prende il nome di osservatore dello stato.

\4

v

A, B,C,D

osservatore
dello stato

T
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Dato il sistema:

L

un particolare osservatore, detto
osservatore di Luenberger &
quello cosi definito:

A,B,C,D

A\
A J

Ax + Bu
Cx + Du

Osservatore
dello stato

matrice
opportunamente

/ scelta T

AZ +Bu+ L(y — 9)

" N—
<) 8)-
Il

Cz + Du
uscita stimata (calcolata cioe sulla base dello
la matrice della stato stimato)
dinamica e la stessa uscita effettiva (misurata)
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L’Osservatore di Luenberger — 2
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i = AZ +Bu+ L(y—17)
j = CZ+Du
Y
v .| A,B,C, D -

L'osservatore di Luenberger € un sistema
dinamico lineare.

L'ordine di queste sistema e lo stesso ordine Osservatore
del sistema di cui si vuole stimare lo stato. "I dello stato
Lo stato dell'osservatore € 7z , cioé la stima %

dello stato “vero ” del sistema.

L 'osservatore di Luenberger ha in ingresso,
oltre all'ingresso del sistema osservato,
anche un termine “correttivo” L(y — 7)
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L’Osservatore di Luenberger — 3
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T = AZ 4+ Bu+ L(y—79)
i = (f =Dy

Sostituendo la seconda nella prima e ricordandoche y =C'xz 4+ Du
Si puo scrivere:

(A— LC)Z + (B — LD)u + Ly

o

ossia, in forma compatta:
- u
HB_LD L][v]

1. la dinamica dello stato stimato € governata dalla matrice A — LC

77

Dunque:

2. il vettore di ingresso dell'osservatore € composto dall'ingresso e dall’uscita
del sistema da osservare.
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L’errore di stima a un dato istante di tempo ¢ la differenza fra lo stato effettivo
del sistema e lo stato stimato dall’‘osservatore:

e(t) = z(t) — ()

Come evolve nel tempo l'errore di stima? Derivando |la precedente si trova

e(t) =2(t)—z(t) = Az+Bu—[AZ+Bu+L(y — 7)]
Cx+DPiu—Cz—D0

= Ax+Bu—[Ax+Bu+LC(z—2)] = (A—LC)(x—2)

0ssia [ e(t) = (A — LO)e(t)]

s Sistema lineare autonomo governato dalla matrice A — LC
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Integrando si trova

e(t) = AL ()

Se gli autovaloridi A — LC sono nel semipiano sinistro aperto, allora si avra

che e(t) — O quando t — oo indipendentemente dallo stato
iniziale e(0) = z(0) — z(0)

In altre parole, e che sia il valore iniziale dell’errore di stima, esso tende

asintotica te a zero.

valore al quale viene inizializzato lo stato dell’'osservatore

E’ possibile assegnare arbitrariamente gli autovalori della matrice A — LC

tramite la scelta di una opportuna L € R™*P SE E SOLO SE se la coppia (4, C)
9 e osservabile.
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Quindi se il sistema € osservabile, la dinamica dell’errore di stima

e(t) = (A — LC)e(t)
puo essere arbitrariamente fissata attraverso la scelta del guadagno L
dell'osservatore di Luenberger. Naturalmente, se si vuole che 'errore vada a zero

almeno asintoticamente, la dinamica dovra essere scelta stabile.

Se invece il sistema (ovvero la coppia (A, C') ) non & osservabile, allora & ancora
possibile costruire un osservatore stabile a patto che i modi non osservabili (quelli

che non si possono alterare attraverso la scelta di L ) siano stabili.

Un sistema (o una coppia (A, C') ) tale che gli eventuali modi non osservabili

siano asintoticamente stabili si dice rilevabile (detectable)
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Scelta del Guadagno dell’'Osservatore
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E" ovviamente auspicabile non solo che |'errore di stima vada a zero
asintoticamente, ma anche che vada a zero “in maniera sufficientemente veloce”.
Questo significa che gli autovalori dell’osservatore devono essere sufficientemente
lontani dall’asse immaginario (cioe avere parte reale sufficientemente negativa).
Ma d’altra parte un guadagno troppo grande rende |'osservatore troppo sensibile al

rumore di misura, riducendo l'accuratezza della stima.

Riassumendo, gli autovalori da assegnare all'osservatore vanno scelti tenendo
conto due opposte esigenze:
- rapidita di convergenza della stima

- insensibilita al rumore di misura
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E" importante rilevare che nel caso dell’'osservatore, la presenza del rumore di
misura e lI"'unica ragione che impedisce I'impiego di guadagni arbitrariamente alti
(e quindi di stime arbitrariamente veloci). Questo perché 'osservatore e
tipicamente implementato in un calcolatore digitale, ove non vi € alcuna limitazione

all'impiego di guadagni elevati.

Nel caso della scelta del guadagno K della retroazione dello stato invece, oltre al
rumore di misura dello stato stesso, vi € anche il limite fisico dovuto alle

sollecitazioni massime che gli attuatori possono sopportare.

12
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Si e appena visto che il rumore pone un vincolo alla durata del transitorio

dell'osservatore.

DOMANDA: assumendo di avere delle informazioni circa il rumore (di processo e di
misura), e possibile scegliere la matrice L in maniera ottima, rispetto

ad un ragionevole criterio?

RISPOSTA: SI’, cio e possibile ricorrendo al filtro di Kalman-Bucy (comunemente

noto come filtro di Kalman)
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Rudolf Kalman...
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Il presidente Barack Obama ha conferito, il 7 Ottof)'re"20'68, la National
Medal of Science al Prof. Rudolf Kalman. Immagine della cerimonia alla
Casa Bianca preso dal link: http://sting.deis.unibo.it/sting/Img/
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Il Filtro di Kalman
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Il filtro di Kalman € un osservatore ottimo (sotto certe ipotesi sul rumore e rispetto
ad un certo criterio di ottimalita)

Consideriamo il sistema:

{ t = Az+ Bu+Tw)- rumore di processo (dovuto ad

— z O esempio a disturbi in ingresso)
@ ¢ T rumore di misura (dovuto ad esempio a

[ imperfezioni del sensore di misura)
In questo caso con vy siindica _ H
I'uscita misurata (cioé |'uscita r = Az+[B I 0] | w
effettiva del sistema piu il rumore | v
di misura) 9 .

U

N.B. la scrittura qui sopra e y = Cx+[0 0 I]|w
equivalente a quella qui a fianco, v
nella familiare forma (A,B,C,D) \ S

15
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r = Axz+ Bu—+Tw
{y = Cz+v

Si assume che sia w che v siano processi stocastici Gaussiani, stazionari,
bianchi e a media nulla.

w(t) e v(t) sono, Vt, variabili casuali a distribuzione Gaussiana.

E(w(t)) =0, Vt E(v(t)) =0, Vt

E(w(t)w” (£)) =) vt E(o(t)oT () =V,)vt
E(w(t))w! (t2)) = O)Vt1 # to E(v(t1)vi(#2)) = 0, Vi1 # to

Matrici simmetriche e definite positive (per definizione di covarianza)
16
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Ipotesi — 2
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Inoltre i rumori di processo e di misura sono fra loro indipendenti, ossia

T —
E(w(t1)v” (t2)) =0, Vi,
Si assume poi che lo stato iniziale sia una variabile casuale, indipendente dalle
precedenti, Gaussiana di media e covarianza note:
(sotto queste ipotesi, quale € la
migliore inizializzazione

E(x(0)) = zq dell’'osservatore?)

E[(x(0) — z0)(x(0) — 20)"] = Peo

17
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Nelle ipotesi appena enunciate, se le coppie (A,IN) e (A,C) sono

rispettivamente controllabile e osservabile, allora |'osservatore

z=(A—LC)zZ + Bu+ Ly

& stabile ed ottimo (nel senso che minimizza la covarianza E[(z — z)(z — %) 7]

dell’errore di stima a regime) se il guadagno viene scelto come segue

L*=prctv!

dove P. & I'unica soluzione simmetrica e definita positiva dell’equazione

algebrica di Riccati auale:

PAT - Ap. — pP.cTv-1lcp. +TwrT =0

18
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L’equazione di Riccati appena vista si puo ottenere dall’equazione di Riccati per il
controllo LQ:

AP+ P A—-P.BR 'B'P.+ MTQM =0

effettuando le sostituzioni seguenti:

A— AT
B—CT
M-t
QL— W
R—V

19
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L

A.’IJ—|—B’U,—|-|_’(U A 0 0O
Czxz+ov _[1 0

, c=[0 1]

Se i rumori di processo e misura sono descritti da

I_=[C1)], V=p>0 W=1

il filtro ottimo e dato da
L*=prctv-t
dove P & la soluzione simmetrica e definita positiva di

PAY + AP —PC'vicPr.+Twrl =0
20
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Sostituendo si perviene all’equazione:

5 SJnenfs 3] [ i oo

1 0

2Vp /P
La soluzione definita positiva e PJ =
VP 2p\/pP |
| . [o]1 VP
da cui =P 1 == =
21 P I 2p\/pP | i
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Esempio — Osservazione

E—————| e s § e e | o [ L Y 1
S
0]1 VP
w=r| - ,
\/2PVP

22

Entrambe le componenti della matrice di guadagno dell’'osservatore sono funzioni

monotone decrescentidi p .

Quindi se la covarianza dell’errore di misura aumenta, il guadagno dell’'osservatore

ottimo diminuisce.

Questo e del tutto ragionevole, perché se le misure sono molto rumorose e

opportuno che l'osservatore dia loro meno credito nell’aggiornare il proprio stato.
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La formulazione del problema del filtro di Kalman per i sistemi a tempo discreto €
analoga al caso continuo:

Rumore di processo (dovuto ad

Consideriamo il sistema: esgmpio a disturbi in ingresso)
{ z(t+1) = Ax(t) 4+ Bu(t) + Mw(t)
() = CalO)+ U(t)'\erémore di misura dovuto
{ afta non idealita dei
sensori di misura

In questo caso con Yy siindica
I'uscita misurata (cioe l'uscita
effettiva del sistema piu il rumore
di misura)

23
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{ z
Yy
Si assume che sia w che v siano processi stocastici Gaussiani, stazionari,
bianchi e a media nulla.

Az + Bu+Tw
Cx—+ v

w(t) e v(t) sono, Vt, variabili casuali a distribuzione Gaussiana.

E(w(t)) =0, Vt E(v(t)) =0, Vt
E(w®wl () =W, vt E(v(®)vl(t)) =V, Vt

E(w(t)w! (t2)) =0, Vt1 Fta  E(w(t1)vT (t2)) =0, Vi1 # to

24
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Inoltre i rumori di processo e di misura sono fra loro indipendenti, ossia

E(w(ty)v! (t2)) = 0, Vt1,to

Si assume poi che lo stato iniziale sia una variabile casuale, indipendente dalle
precedenti, Gaussiana di media e covarianza note:

E(z(0)) = =0

E[(x(0) — z0)(x(0) — z0)"] = Peo

25
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Nelle ipotesi appena enunciate, se le coppie (A,) e (A,C) sono

rispettivamente controllabile e osservabile, allora |'osservatore
2(t+1)=(A—-LC)Z + Bu-+ Ly

& stabile ed ottimo (nel senso che minimizza la covarianza E[(z — ) (z — 7)1 ]

dell’errore di stima a regime) se il guadagno viene scelto come segue
-1
L* = Prct(cPCct +v)

¥ ot . ;s i - _ " "
dove P. & l'unica soluzione simmetrica e definita positiva dell’equazione

algebrica di Riccati duale:

P.=A {Pe _pct [V 4+ C‘PBCT] -1 CPB] Al yrwr?
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L'equazione di Riccati appena vista si puo ottenere dall’equazione di Riccati per il
controllo LQ:

-1
.= AT [Pc _ P.B [R + BTPCB] BTPc] A+MTOoM

effettuando le sostituzioni seguenti:

A— AT
B -t
M-t
Q—W
R—YV

27
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Predizione e Filtraggio
gsservazioni

Il filtro di Kalman come
predittore/ricostruttore ottimo
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e Riprendiamo ad analizzare il problema della stima dello stato
di un sistema dinamico. Supponiamo ancora una volta di
analizzare un sistema dinamico a tempo discreto descritto dalle

equazioni
I z(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + Nw(t)
Ly = Ca(t) +v(t)

e Lo stato non e’ misurabile, quindi dovremo stimarlo a partire
da cio che possiamo misurare: uscite del sistema ed ingressi
di controllo.

e Stavolta vogliamo risolvere il problema della stima come un
problema di ottimizzazione, minimizzando Ila varianza
dell’errore di stima.

e Mostreremo che il filtro ottimo in tal caso e’ proprio il filtro di
Kalman.

29
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e Si possono definire stimatori dello stato di tipo diverso (e con
finalita differenti) :
— assumiamo che siano noti i dati

Vi = {y(@), u(t) : t < k}

— facendo uso dei dati Y, vogliamo stimare lo stato x(k+m)
— si parla allora di
o predizionese m > 0 Yy = z(k+m)

e filtraggiose m =0 Y, = xz(k)

30
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e Supponiamo che il sistema descritto dalle equazioni

C -+ |1 1\
!JJ\L—]—J.}

L v(2)

./

P+ (t) + AN
z(t) + Bu(t) + Tw(t)

Ca(t) + v(t)

|
-

sia tale per cui lo stato non sia completamente accessibile.

Come gia affermato in precedenza, abbiamo bisogno di stimare la
parte di stato che non e possibile misurare.

e Vogliamo ora dimostrare che il filtro di Kalman e’ |l
predittore ottimo (che minimizza l|'errore di predizione)

nellipotesi di rumori (di processo e misura) v.a. di tipo rumore
bianco gaussiano.

31
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Il Filtro di Kalman: Predittore Ottimo — 2
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e Consideriamo il predittore ad un passo |espresso da

(k1) Z(t+1[t) = Az(t[t—1)+Bu(t)+L(t) [y(t) — Cz(t|t — 1)]

e |'errore di ricostruzione e’ dato da Z(t) = x(t) — z(t)

F(t41) = AF(t)+w(t)—L(t) [y(t) — CE(¢[t — 1)]

= [ o] (|8 ]+ [ 1]

e Vogliamo determinare L(t) in modo da minimizzare Ila
varianza dell’errore di predizione. Per far cio consideriamo

le caratteristiche del rumore ed andiamo a valutare la varianza
dell’errore di stima P(t):

32
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P(t) = E[E(t) —EZ(t)] - [#(t) — BZ(t)]T

Dopo alcuni passaggi si arriva a questa forma

Pt+1) = [I —L(t)]-

‘r AP()AT + Ry AP(H)CT+ Ry5 | |

=N
JL_LT(‘t')J

| cP)AT+ R, CPWCT + Ry

P(O) =, Rg

P(t+1).

Si nota che se P(t) e semidef. positiva, allora lo e anche
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Il Filtro di Kalman: Predittore Ottimo — 4
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e L'espressione a cui si " arrivati e

)

P

( (.—.)m e N

&

| I— |

G LU W

8
~
&
8

~
—

-
I
I
- |
I
I
| =

< .
N
=
o~
N
| — |
s
—

s

S

2
Wy

&a +-|

ey
(o.!

U

1
—

* Si puo minimizzare allora (e trovare la sequenza dei L(t) ottimi
utilizzando un procedimento analogo a quello del Controllo
Ottimo a partire dalla tecnica del completamento dei quadrati:

— se [C P(t)CT™+R,] e’ def. positiva allora la soluzione €’

34
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Il Filtro di Kalman: Predittore Ottimo -5
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e In tal caso la varianza assume l'espressione (minimizzata)

Prer 11N — A DN AL 1
r\t+—1) = Ar\t)A T+ 11+
7 T 7 _f-r_r\—-l
{ A DFfaNNY L 1 D \ [ D ralsYEAVar N
—\Ar)es T hyo) - (LT OO
T T

e [l ricostruttore costituito dalle equazioni (k1), (k2) e (k3) prende
il nome di filtro-predittore di Kalman

35
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Teorema: il Filtro di Kalman come Predittore
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( ~~f+ 1 1\ Al 1 4\ | r...0 1\
e Dato il sistema {&UTJ‘} oYY T Y
y(t) = Cz(l) +v(?)

36

Il ricostruttore

F(t41[t) = AZ(t|t—1)+Bu(t)+L(t) [y(t) — CZ(t|t — 1)]

e’ ottimo (la varianza dell’errore di predizione e’ minimizzata)
se la matrice

R> +C P(t)CT
e’ definita positiva e se la matrice di guadagno L(t) e’ scelta in
base alle eq. (k2) e (k3). La varianza minima e’ data da (k3).
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Il problema di ricostruzione (stima) dello stato e’ stato risolto
come problema di ottimizzazione. Il risultato trovato e’ valido
per il predittore

Z(t+1|t) = Az(t|t—1)+Bu(t)+L(t) [y(t) — Cz(t|t — 1)]
Nell'ipotesi di disturbi aleatori di tipo rumore bianco gaussiano,

la stima risulta ottima (nel senso che minimizza la varianza
dell’errore di stima).
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o Il filtro di Kalman utilizzato come predittore ad un passo puo
venire interpretato come il filtro che fornisce il valor atteso
condizionato (a posteriori) data lI'osservazione di Y,

z(t 4+ 1[t) = E[z(t 4+ 1)[Yi]

;» Fa uso delle misure fino all’istante t compreso

V' . 1 -

P(t+1) = E([z(t+1) — 2t + 1[0] - [o(t + 1) = 2(t + 1] " |v3)

e In tale ambito il filtro rientra nella classe degli stimatori
bayesiani (ed in tale ambito ancora una volta si potrebbe
dimostrare che nell'ipotesi di disturbi di tipo rumore bianco
gaussiano e’ lo stimatore che minimizza la varianza dell’errore di
stima).

38
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[ s s Y o o o A
Influenza della dinamica del sistema
\ Incremento dovuto al rumore di processo
—
P(t+1) =/ AP(t) AT+ R 1+
{f A Dranxe~T v . N (D 1 n{.L\/“fT\\_l
— [\ﬂf\\bilu T ng} . 1\[112 T— U r\o)u /l
(cP®AT + R{,

Decremento dovuto all’aumento di informazione, dato dalle nuove misure




Esempio Numerico
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Consideriamo un semplice sistema del primo ordine descritto

dalle equazioni

8 8

L 1)\

T 4i)
h
/

~~ N

T+

—_—
> 8
TN N
S+ ok
N NS

/_
Ny

costante e pari al valore iniziale x(0).

Supponiamo che sia in realta

E[z(0)] = mg = -2

rumore bianco gaussiano

/

v =@o, 1)

Lo stato del sistema in assenza di rumore/incertezza rimane

var [z(0)] =
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Esempio — 2
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e Il filtro di Kalman (predittore ad un passo) e’ allora dato dalle
espressioni:

F(t+1) = & (tlt — 1) + L) [y(t) — & (tlt — 1)]

P(t)
L(t) = o2 + P(2) Il guadagno del predittore ad ogni passo
2P(t
Pt+1) = o” P(t) L’'equazione di aggiornamento

o2 + P(t) dell'incertezza

41
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Esempio -4
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Il Filtro di Kalman come Filtro Ottimo
I I O e 1 C g aon

e Supponiamo adesso di voler stimare lo stato attuale del sistema
facendo uso dei dati raccolti sino all'istante di tempo attuale:

vogliamo risolvere il | problema di filtraggio | (definito in
precedenza)
Ve = {y(te), ulty) : t < t} Y; = z(t)

e In maniera analoga a quanto fatto in precedenza, si puo
dimostrare che il filtro di Kalman e’ il filtro ottimo (nel senso
che minimizza la varianza dell’errore di stima).
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Teorema: Il Filtro di Kalman come Filtro Ottimo

| N N [ e 1C g gaon
e Consideriamo il sistema
( ;’L”/”L 1 1)) J— A+ L D+ L o+
\t T 1) — AIT) DU\t) T— 1 Ww\l)
{y(t) = Cuz(t) +v(t)

e Supponiamo inoltre che siano disponibili i dati
Yy = {y(t), u(ty) -t < t}

e Nell'ipotesi che la matrice
Ro+CP(tt—1)CT

sia definita positiva allora si ha che:
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Teorema: Il Filtro di Kalman come Filtro Ottimo — 2
| | T [ | | | 1 C g aon
e |l filtro ottimo (che minimizza la varianza di stima) e’ dato da

Z(tt) = 2(tt—1)+ Ly(®) [y(t) —CZ(t[t—1)] (kf1)
W(tlt) = Luw(t) [y(t) — C2(t|t — 1)]
F(t + 1|t) = Az(t|t) + Bu(t) + ©(¢|t)
= AZ(t|t — 1) + Bu(t) + L(t) [y(t) — CZ(t|t — 1)]
e dove
Le(t) = P(t|t — 1) CT [CP(t|t — 130T + RQ]_l

Lu(t) = R1,» [CP(tlt — 1)CT + Ry|

L(t) = AL¢(t) + Lw(t) =

. — [AP(t|t— 1)CT+R1,2} [CP(W— 1)CT+RQ]_1
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Teorema: Il Filtro di Kalman come Filtro Ottimo — 3
| | O ] ] | 1 C 10O on

e La varianza e’ data dall’'equazione di Riccati

P(t+1]t) = AP(t|t—1)AT+Ry1—L(t) |CP(t|t — 1)CT + Rp| LT(#)
P(t|t) = P(t|t—1)—P(t|t—1)CT |CP(t|t — 1)CT + Ry “Lop@lt-1)

P(0|—1) =Ry

e La dimostrazione si ottiene in modo analogo a quella del caso
del predittore ad un passo.
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Osservazionl Finall
I Iy o v 11O dOon

®L_a notazione P(t|t) mette in evidenza i dati a disposizione ad
ogni istante

e Si noti che I'equazione (kf1) ha la stessa struttura dell’equazione
(k1) vista in precedenza.

¢ (Chiaramente deve essere
w(t+1t) =0

dato che l'uscita y(t) non puo contenere informazioni sul
campione w(t+1) del rumore di processo.
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Esempio

I s s I [ IS I N W W REYI

e Consideriamo il sistema

z(t+1) = —azx(t)+e(t) B 5
{ y(t) — (C — CL)ZB(t) —+ e(t) |C| <1l e= WN(OaO- )
e Intal caso si ha Ry = Ry = Ry = 0°

e I filtro di Kalman stazionario e’ dato da

(O’Q—CLP(C—G,))Q_O L_UQ—GP(C—G) — 1

— 2 2 — —
P=a"P+o0" — (c — a)2P + o2 — (c —a)?P + o2
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rogetto del Filtro in Matlab® e Simulink®

| O [ | | | 1 C 10O on
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kalman

Design continuous- or discrete-time Kalman estimator

Syntax
[kest,L,P] = kalman(sys,Qn,Rn,Nn)
[kest,L,P,M,Z] = kalman(sys,Qn,Rn,Nn) % discrete time only
[kest,L,P] = kalman(sys,@n,Rn,Nn, sensors, known)

Description

kalman designs a Kalman state estimator given a state-space model of the plant and the process
and measurement noise covariance data. The Kalman estimator is the optimal solution to the

following continuous or discrete estimation problems.

»Esempio di progetto in Matlab... Seguire il link:
http://www.silviosimani.it/Kalman_ filter FDI.zip



Stima Ottima dello Stato

Riferimenti Bibliografici

e s s W N (|
= "Kalman Filtering: Whence, What and Whither?" by B. D. O. Anderson and J. B.
Moore.

= BRIAN D. O. ANDERSON and JOHN B. MOORE, "Optimal Filtering".
INFORMATION AND SYSTEM SCIENCES SERIES. Thomas Kailath Editor.

» R. E. KALMAN, Research Institute for Advanced Study, Baltimore, Md. "A New
Approach to Linear Filtering and Prediction Problems" (1960). Transactions of the
ASME Journal of Basic Engineering, 82 (Series D): 35-45.

= "An Introduction to the Kalman Filter", by Greg Welch and Gary Bishaop.
Department of Computer Science University of North Carolina at Chapel Hill
Chapel Hill, NC 27599-3175. April 5, 2004.

= Pattern Recognition and Machine Vision: Kalman Filter. By Dr. Simon J.D. Prince
Computer Science University College London. Gower Street, London, WC1E 6BT.

= "Least-Squares Estimation: From Gauss to Kalman". By H.W. Sorenson.
University of California. San Diego. IEEE Spectrum, vol. 7, pp. 63-68. July, 1970.

= Kalman filter Main Home Page: Some tutorials, references, and research on the
Kalman filter. The site is maintained by Greg Welch and Gary Bishop, faculty
members of the Department of Computer Science at the University of North
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