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Esempio: Precisione o Significato?
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| Precision and Significance in the Real World I
A 1500 kg mass - | ‘
is approaching
your head at
45.3 m/sec

f

Precision Significance
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Logica Fuzzy e “Grado di Appartenenza”
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fuzzy | Il ragionamento “crisp” opera
isp | | solamente con i concetti di uguale o

ol ‘ diverso (non uguale)

N ~— Crisp set

g -3 113 ”

2 \ P Il ragionamento fuzz-y mtr_od_uce la

S Numeri reali nozione di “grado di somiglianza”

5 st come appartenenza di un concetto ad

S — Fuzzyset 3 .

£, un prototipo predefinito che ha la

20 funzione di termine di paragone
Numeri reali

T | Percio il risultato hard vero/falso si

“ammorbidisce” nel grado di
appartenenza, che pud assumere
1 yeers SR qualsiasi valore fra0 e 1 con

1 siast
Concetto : continuita
Temperatura fra
15e25 °C

Le curve blu rappresentano i prototipi

J k// Fuzzy set corrispondenti ai concetti espressi
0 . nelle scatole verdi
25

15 Temperatura (°C)

crisp

Grado di somiglianza 1
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Qualificatori e Grado di Appartenenza
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Dato linsieme di supporto delle temperature ambientali
definire i qualificatori di temperatura’gradevole” e "fredda”

—

‘fredda” "gradevole”

T=25°
"gradevole"

|
|
|
T=0° l
"freddo”

T=15° |
| "gradevole/fredijo"
temperatura

? .

0
-10 -5 0 5 10 / 15 20 25 30 35

Intersezione fra i qualificatori

grado di apartenenza

4
1
i
i
1
i
1

== Ciascun qualificatore deve valere 1 per almeno un valore del supporto (Normalita)
w= L'insieme dei qualificatori deve coprire l'intero supporto (Completezza)
= Ci1possono essere delle sovrapposizioni  (Ambiguita)
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Logica Fuzzy e Probabilita: Confronto
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La Fuzziness esprime il grado di verita di un oggetto rispetto ad un
concetto predefinito, basato su una esperienza diretta, mentre la
probabilita esprime [’eventualita che un evento futuro possa o non

passa accadere. Il contenuto della bottiglia & “simile” ad

acqua potabile con “somiglianza pari a
90%. Questa ¢ un’affermazione basata su
A: Potabile con una reale confronto fra il contenuto di
fuzziness = 0.9  quella bottiglia ed un’acqua potabile di
riferimento. Questa & una certezza!

PN

®a

Da quale bottiglia C’¢ una probabilita su 10 che il contenuto
preferireste bere?  della bottiglia NON sia potabile !!!.
Questa ¢ un’affermazione basata su un test
statistico, che basandosi induttivamente su
B: Potabile con un gran numero di test (ma non su quella
probabilita = 0.9 bettiglia!), tenta di inferire il contenuto di
quella bottiglia. Non c¢’¢ alcuna certezza circa
il reale contenuto di quella bottiglia!

Bezdek, 1991
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Insiemi Fuzzy: Definizioni di Base
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= Supporto: 'intervallo X € di interesse per la variabile indipendente x

= Funzgione di appartenenza: la funzione w(x) che fornisce il grado di verita per
ciascun valore di xe X. Tale funzione definisce operativamente il fuzzy set 4

come
A {u,(x): X —(01)
= ]l fuzzy set generalizza il concetto di appartenenza (grado di verita) graduandolo

attraverso la funzione di appartenenza z(x)

#  Dato un supporto X, un fuzzy set 4 su X ¢ definito dalla funzione di appartenenza
4(x) che associa ciascun elemento di xe X ad un grado di verita associato al Fuzzy

Set 4 attraverso z(x) 4 Fuzzy Set A
1 Hax)
Funzione di -
appartenenza < :
u(x) 3
0 E » Supporto x
x® x
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Variabili Linguistiche
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Una variabile linguistica ¢ un’etichetta che definisce un concetto.
Ad essa corrisponde una funzione di appartenenza (qualificatore).

Esso determina 1l grado di verita p di un qualsiasi valore del supporto.

L TeeEE—— Nkl i

Termini linguistici
(qualificatori)
Regole
semantiche

BASSA

Funzioni di

L | Gradidi verité/ ' appartenenza
\ el
(@)
0 5 \\ / ‘ T_(ic-)_ B
\ /

T* Sovrapposizione fra funzioni di appartenenza
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“Fuzzy-ficazione”
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Consiste nella determinazione dei gradi di verita di un dato concetto
rispetto ad un insieme di qualificatori predefiniti

CRISP

CONCETTO
I o > Gradi di verita

Il risultato della fuzzificazione ¢ un vettore contenente i gradi di verita
del concetto rispetto ai qualificatori

fuzzificazione )[ﬂ](x) ﬂz(x) /u.?(x)]
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| Qualificatori nel Fuzzy Logic Toolbox™

s oy I I N By g n i

trapmf gbellmf trimf gaussmf gauss2mf smf

1
0.8+ _
0.6 .
0.4
0.2 .

0

Supporto
zmf psigmf dsigmf pimf sigmf

Supporto
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Proprieta degli Insiemi Fuzzy
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e

= Insieme complemento: il fuzzy set con funzione di appartenenza
complementare rispetto a

AAu(x)=1-pu(x): X —(0.1)}
1 T-p(x)

Ha(x) .

>

0

= Normalita: se esiste almeno un elemento di xe X tale che p(x) = /

= Completezza: dato un insieme di fuzzy set {4, 4,,..., 4, } definiti tramite le
funzioni di appartenenza {y |, 1 ,,..., &, § suun supporto Xe ¥, tale
insieme dicesi completo se per un qualsiasi x € X esiste almeno una funzione
di appartenenza nell’insieme {z |, ¢ ,,..., ¢, } diversa da zero.
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Logica Fuzzy: Regole di Inferenza
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A, B,

SYYY ALAAN

x——u(x)- - u(y)

Regoladi R, = IF'x; is A; AND x, is A,THEN y is B
inferenza * ~ ! g
antecedente conseguente

= Alla base della logica fuzzy stanno le regole di inferenza
= Pju predicati fuzzy possono essere connessi fra loro (AND)

= Dato un predicato antecedente, la sua verita implica (THEN) quella del
predicato conseguente

=Vanno definiti gli operatori logici di connessione fra concetti
fuzzy e di implicazione fra antecedente e conseguente
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Operatori Fuzzy: Norme Triangolari -> Connettivi AND
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T(py (x)pup(x))=p(x)App(x)

= L’operatore 7(.,.) ha le seguenti proprieta

T(00)=0;T(al)=T(l,a)=a

Prevale il
pitt piccolo

=- [_imitatezza

= Monotonicita b<c=T(a,b)<T(a,c)

=> Commutativita

T(a,b)=T(b,a)

=> Associativita

T'(a,T(b,c))=T(T(a,b),c)

I'(a,b)=min(a,b)
T(a,b)=axb
Intersezione di Lukasiewicz  T(a,b)=max(0,a+b—1)

Intersezione standard

Possibili #-norme Prodotto algebrico
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Esempi di T-norm
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1 dard |ﬂA(x)AﬂB(x)‘
ntersezione standar: ~ e
T(a,b)=min(a,b) a \\ //
05 - / I ;
- e
0 — L 1 —— I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1" Prodorto algebrico N \\\ h
T(a,b)=ax*b \
0.5
% )&\ o
O [ - | L [— e -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
11 Intersezione di Lukasiewicz /’ L T
T(a,b)=max(0,a+b-1) \ /
¢
1/ - . N
0 — I . T 1 I S
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Operatori Fuzzy: S-norme Triangolari -> Connettivi OR
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S (x), 1up(x)) =t (x)V pg(x)

= L’operatore S(.,.) ha le seguenti proprieta
=> |_imitatezza S(],]) =1 S(a,o) = S(O,a) - g Prevale il piu

grande

=> Monotonicita b<c=S(a,b)<S(a,c)
= Commutativita ~ S(a,b)=S8(b,a)

= Associativita Sta,S(b,c))=S(S(a,b),c)

Unione Standard S(a,b)=max(a,b)
Possibili s-norme Somma Probabilistica S(a,b)=a+b—axb
Unione di Lukasiewic S(a,b)=min(1,a+b)
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Esempi di S-norm
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a4 (3) v ()|

- Unione Standard

S(a,b)=max(a,b)

-

0.5

0 4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-

T Somma Probabilistica

Sta,b)=a+b—axbhb

0.5 -

-0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1

-
)

Unione di Lukasiewic

Sta,b)=min(l,a+b)

0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Implicazione Fuzzy: Logica Deduttiva
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= La logica fuzzy ¢ deduttiva, nel senso che condiziona la verita del conseguente a
quella dell’antecedente

IF xis A THEN yis B

antecedente conseguente

= Lanotazione x is A va intesa come il grado di appartenenza di x al fuzzy set 4,
OVVero operativamente

xis A— u, (x)

= Analogamente per il conseguente y is B va intesa come il grado di appartenenza
del conseguente y al fuzzy set B

yis B— pug(y)

= |l problema nuovo rispetto alle precedenti operazioni ¢ che in generale 4 ¢ B
sono definiti su due supporti diversi Xe Y !//

= Percid va definito un nuovo operatore: I’ Implicazione fuzzy che condizione il
grado di verita del conseguente con quello dell’antecedente
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Implicazione Fuzzy - Esempi
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=
el
%)

L’ implicazione
R:IF xis ATHEN y is B

= Qpera sul prodotto cartesiano fra gli spazi di ingresso (X) e
uscita (Y)
R:XxY —[0,1]

¥

= Il grado di appartenenza del conseguente ¢ dato dall’operatore
di implicazione (THEN), che si realizza con una #-norma

& Possibili min (1,1 — p 4(x) + pup(v)) Lukasievic z
operatori R oy (1 —H4(X), Up (y)) Kleene
di implicazione ~ | min (u 4(x), () Mamdani
f-norme (HA(X) % 1p (V) Prodotto

18 Introduzione alla Logica Fuzzy




“Superficie” di Implicazione Fuzzy — Esempio
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L'implicazione R(pey(x), 115(v ) =min(te (x), pig(v))
fuzzy opera sul

prodotto cartesiano
dei due supporti e
produce una
superficie di
inferenza che
rappresenta la

i
-
-

relazione fra ¥
ingresso "
(antecedente) e \ N
uscita - . i
(conseguente) Hy(¥) B |
T e (x)
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Implicazione Fuzzy — Regole
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R:IF xis ATHEN y is B

min{ua(x),ub(y)} xeX

S:AXB > p (x,y)=p (X)Ap,(y)=

H,(X)x g, (y) yel
Prodotto Cartesiano Connettivo Possibili
dei due insiemi fuzzy di implicazione operatori

L'antecedente condiziona il grado di appartenenza del conseguente

Operatore ‘min’ Operatore ‘prod’

-

-

He(x)

. Hy( V) s 08
5 508 a’ = 8 Ho(y)
SR S 208 =
o 5 . S5 -
S 2 04 minfun(x), 1 ()} ST s
[~ Y = 5 7
S . & S
0 R02 ks = 024
0
0 /
2 —, 2 / \ =
e e ’ — 2
o o 1 ey " = -’7/’ (1
mnscguenreo LNy /""1// oantecedente conseguente® p ~ t,,\(l) X (;1!:),—»/’/0 antecedente
v _;_3 = " v _‘2“.)(3 -1 x

20 Introduzione alla Logica Fuzzy




Implicazione con 1 Antecedente
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IF x is A THEN vy is BI

U (y) = b, (X*) A ()

Y
b e Hyy)

Composizione /\_“S"_*l____ A #y() = min(p, (3%), 1,(v))
'min’

/ x* :0 ¥
¥ 15 A:>,ua(x)\

4 4
s M)
1 A 1 B
. _ =
Composizione wo | ()= ()% py(y)
'prod’
R —
0 X* X 0 Yy
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Implicazione con piu Antecedenti — Esempio
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IF (x, is A,) AND (x, is A,) THEN y is B
13 )= (1, (XA L (X)A ()

_/_\( vo( ¥ )= min(min(e;(x), 10,(x)), 4t (¥ ))

Nell’'implicazione prevale
I’'antecedente con minore grado di
verita

Hp
_A vy (v)=min(u; (), 115())% piy( )

>

y

22 Introduzione alla Logica Fuzzy




Inferenza Fuzzy - Algoritmo
\ | S | W |C1CCCdoaon

= In genere una sola regola fuzzy non ¢ sufficiente per definire I’intero concetto
che vogliamo esprimere

= St usano allora pit regole, connesse fra di loro con il predicato ELSE

= Esempio: si considerino due regole

R, : IF (x, is A;;) AND (x, is A,,) THEN y is B,
ELSE
R, : IF (x, is A,,) AND (x, is A,;) THEN y is B,

In questo caso si considera I’alternativa fra le somiglianze dix; a4,,04,, e di
x,aA,, 0 A,,. Ciascun antecedente mappa il conseguente in B, o B, in funzione
del proprio grado di verita

§

Tale connettivo rappresenta il grado di alternativa delle singole regole ¢ viene
percid realizzato con un operatore s-norma (\v)
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Esempio di Composizione di 2 Regole
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Prima regola

IF x, c A, AND x, c A, THEN y c B,

-

Hp (V)

v, = min ()U[(x[ Do (X, ))

o

Seconda regola
IF x, c A; AND x, c A, THEN y cC B,
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Connettivi dell’'Inferenza Fuzzy
s o I I o o  w ym pn i

H grxl ) Ha f]\xz )
———y —

R, : IF x, © A, AND x, A, THEN y c B,

| |

CONNETTIVO CONNETTIVO IMPLICAZIONE

REGQ"E ELSE ANTECEDEN” minimo o prodotto
massimo minimo o prodotto

R,: IF x, c A; ANDx, c A, THEN y c B,
\ﬁ’,_J kﬁr_J

g ¥
s (x;) Hy(X5)
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Inferenza con m Regole e n Antecedenti
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g n antecedenti
4—/\
s N
R,: IF (x;is A;;) AND ... AND (x, is 4;,) THEN (y is B;)

ST
A8
-
&

Vo

(V.02 |~ s, (¥)
i=1 )

"
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La De-fuzzy-ficazione - “Interfaccia Esterna”
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= |l risultato dell’inferenza fuzzy € un fuzzy set ottenuto per unione (S-norma)
dei risultati delle singole inferenze

Hi(Y)  u(y)

/ By Ha(x)
Hy(x) 2
/ .0"l‘ .“'.. y

Qualey ?

= [l Fuzzy Set colorato in verde rappresenta I’uscita dell’inferenza in termini
fuzzy, ma come far corrispondere a questo un singolo valore crisp di y
rappresentativo dell’inferenza?
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De-fuzzy-ficazione (vs. Fuzzy-ficazione)
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= | metodo piu affidabile ¢ il centro di gravita.

= Si calcola y,,4,, come I’ascissa del baricentro della figura geometrica che
rappresenta il fuzzy set di uscita

T H(y)

. defiiz

Iy-ﬂ(y)dy
Y

ydefuz =
[uty)ay
Y
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Inferenza Fuzzy - Riepilogo

n variabili

29
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m funzioni di
appartenenza
K_A_"\
/Ul(x]) ‘um('xl )
A
p funzioni di  defuzzificazione
appartgnenza
o Regole di
3 ) X L : - " _’ydeﬁ,fz
o inferenza
=
©
o000
\ X, =] H (xn) s M (xn)
Introduzione alla Logica Fuzzy

Inferenza Fuzzy “alla Sugeno”
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11 costrutto logico ¢ lo stesso, con antecedenti fuzzy e le medesime regole
di composizione, ma il conseguente ¢ un singolo valore deterministico
(singleton)

IF x,is A, AND x, is A, THEN|y =k

Valore assunto dall'uscita in funzione _/

del grado di verita dell'antecedente

Viene eliminato il problema della defuzzificazione: bastera effettuare la media del
vari singleton pesata con 1 gradi di verita degli antecedenti;

E’ immediata [’estensione a conseguenti piu complessi, come funzioni lineari o pit
in generali a funzione a base radiale (approssimatori universali)

IF x;is A; AND x,is A, THEN y = f(x,,x2)l

Si apre cosi la strada ad un ricongiungimento fra la teoria dei sistemi "classica" ed
il mondo fuzzy.
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Implicazione “alla Sugeno”
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Prima regola
IF x,c A, AND x, c A, THEN y =b,

v, = min(

b,

Seconda regola
IF x, c A; AND x, c A, THEN y =b,
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